9.Sinif Matematik Mantik Konu Anlatimi

Onermeler Mantigi

Mantik dogru diisinmenin bilimidir. Dogru diisinmenin kurallarini koyan normatif (kurala dayali) bir bilimdir.
Mantik, diistincenin dogru ve yanlis oldugunu ortaya koymakta yardimci bir bilimdir. insanin dogru
distiinmesini diizenlemeye calisir. Bunun icin bir¢ok prensipler ve cesitli arastirma usulleri tespit edip kanun
sekline koyar. Boylece, insanin dogruyu bulmasina ve yanlsi reddetmesine yardimci olur.

Antik cagdan giinimduze gelen kalintilarda mantik ile ugrasan distintirlerin var oldugu gérilmektedir. Bunlar
arasinda, mantik biliminin olusmasinda en etkili olani Aristotle (Aristo)'dur.

Cagdas mantigin ve cagdas felsefenin kurucusu Alman mantikgisi Gottlob Frege (1848-1925), "Matematik
mantigin uygulama alanidir." gértsiinden hareketle matematigin, mantigin aksiyomatik sistemi tizerine
kurulabilecegini diusiinmustir. Bu disiinceden hareket ederek aritmetigin temelleri konusundaki felsefi
calismalariicin bir mantik sistemi gelistirmisti.

Gunumuzdeki mantik yukaridaki semadaki bicimiyle, Aristo Mantigi ve Sembolik Mantik adli iki ana baslik
altinda islenmektedir.

A. TERIM, TANIMLI VE TANIMSIZ TERIMLER

Bir s6zlik herhangi bir kelimeyi diger kelimeler yardimiyla tanitir. Bu isleme kelimeyi tanimlamak adi verilir.
Matematikte bir tanim yapabilmek icin giinliik konusma dilinde olan veya olma yan bir cok kelime kullaniriz.
Burada, kullanacagimiz temel kelimelerin anlamlarini 6grenecegiz.

Bir bilim dali icerisinde, o bilim dalina ait 6zel anlamlari olan kelimelerin her birine terim denir. Matematik
bilimine ait terim lere matematiksel terim adi verilir.

Ornegin,

o Kuime, kiip, cember, daire, carpma, rakam, arakesit birer matematik terimidir.
e Ofsayt, tag, korner, krampon, serbest vurus, ceza sahasi birer futbol terimidir.
e Anestezi, serum, asl, diyabet, kardiyoloji, néroloji birer tip terimidir.

Terimlerin tanimlama sirasinin ilk basamaginda ilkel terimler ya da tanimsiz terimler bulunur. Tanimsiz
terimler, genellikle, sezgi ile anlasilir.

Ornegin, “nokta” bir tanimsiz terimdir. Noktayi diizlemde veya uzayda kabul ederek bircok terimi

tanimlayabiliriz. Matematigin tanimsiz terimleri arasinda “dogru”, “yanhs”, “diizlem", “eleman” ve “degisken” de
sayabiliriz.

MANTIK sayesinde, dogru ve sistemli distinmenin kurallarini 6greniriz. Mantik s6zctigu, Arapca séylemek,
demek, konusmak, dile getirmek anlamlarina gelen “nutk” (nutuk) kékiinden tiretilmistir.

Mantik s6zcliginiin bati dillerindeki tiim karsiliklari Yunanca “logos” sézcligiinden gelir. (Almanca: logik,
Fransizca: logique, Ingilizce: logic, Latince: logica) “Logos” ise akil, diisiinme, yasa, diizen, ilke, s6z vb. anlamlar
icerir.

B. ONERME

Mantikta cimleler yanlis ya da dogru olarak nitelendirilebilen ve birer hiikiim bildiren bir yapida
olmalidir. Dogru ya da yanhs kesin bir hiikim bildiren ifadelere 6nerme denir.

Dogru olan bir 6nerme her zaman, her yerde ve herkes icin dogru olmalidir. Yanlis olan bir 6nerme icin de
durum aynidir. Sembolik mantik sadece bu tir ctimleleri inceler.



Ornek 1:
Asagidaki ifadelerden hangileri dnermedir? Onerme ise dogru ya da yanlis oldugunu belirtelim.

a.3%=9

b.3<2

c. At 4 ayakl bir hayvandir.
d. Okuyor musun?

e. Ask olsun!

Cevap:

a.32=3 e 3=9oldugundan "32 = 9" dogru énermedir.

b. 3 sayisi 2 den blyuktir. Bu durumda “3 < 2" yanlis 6nermedir.
c. “At 4 ayakli bir hayvandir." dogru 6nermedir.

d. “Okuyor musun?” soru climlesi oldugundan énerme degildir.

e. “Ask olsun!” 6nerme degildir.

C. ONERMELERiIN SEMBOLLERLE GOSTERIMi VE DOGRULUK DEGERLERI

Matematikte 6nermeler genellikle p, g, , s ... gibi harflerle gosterilirler. Bir Snermenin dogru ya da yanhs bir
hiikiim bildirmesi gerektigini 6grenmistik. Herhangi bir p 6nermesi dogru iken (kisaca) D veya 1, yanlis iken'Y
veya 0 biciminde ifade edilir. Burada 1 veya O in sayi degeri yoktur. 1 ile O dnermenin dogru veya yanlis
oldugunu gosteren birer sembolddr.

Bir 6nermenin huikmuiniin dogru ya da yanlis oldugunu ifade eden 1 ve O sembollerine o 6nermenin dogruluk
degerleri; dogruluk degerlerinin gésterildigi tabloya da dogruluk tablosu denir.

Yukaridaki tanima goére bir p 6nermesinin dogruluk degerleri asagidaki tablolardan biriyle gosterilir.

p ve q ile gbsterilen herhangi iki 6nermeyi g6z 6ntine alalim, p dogru iken q, dogru ya da yanlis olabilir. Benzer
sekilde, p yanlis iken g, dogru ya da yanhs olabilir. Buna gore p ile g 6nermelerinin dogruluk degerlerinin
birbirlerine gore alabilecekleri farkl durumlar, asagida verilen dogruluk tablosunda gosterildigi sekilde
olacaktir. Tablodan, p ve q gibi iki 5nermenin dogruluk degerlerinin 22 = 4 farkli siralamasinin oldugu
gorulmektedir.

ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | x reel sayidir ve -5<x< 5}
C={.,-3,-2,-1,0,1,2,5,...}

D:{tl,l,l_l....}
23 45

Bir 6nerme icin 21, iki nerme icin 22, iic nerme icin 2° tane dogruluk degeri vardir. Oyleyse dért 6nerme icin
24 bes énermeicin 2°.....n énerme icin 2" tane dogruluk degeri vardir.



Bulanik mantik (fuzzy logic), 1961 yilinda Lotfi A.Zadeh (LGtfi Askarzade) tarafindan yayinlanan yapay zeka
uygulamalari hakkinda bir makalenin sonucu olusmus, iki degerli mantik ve olasilik teorisine alternatif olarak
gelistirilmis bir mantik yapisidir.

Esdeger Onermeler : Dogruluk degerleri ayni olan iki 6nermeye denk énermeler veya esdeger énermeler
denir.

D. BiR ONERMENIN DEGILI (OLUMSUZU)
p 6nermesi dogru ise, p 6nermesini yanlis yapmak icin ne yaparsiniz? Peki g 6nermesi yanlis ise, g 6nermesini
dogru yapmak igin ne yaparsiniz? “13 tek sayidir." 6énermesi ile “13 tek sayi1 degildir" énermelerine dikkat

ediniz. Bunlardan birinci 5nermenin sonuna “degil” kelimesi eklenerek yapilan ikinci &nerme, birincinin
degilidir.

Bir 5nermenin hilkmiinin degistirilmesiyle elde edilen yeni énermeye bu 6nermenin degili (olumsuzu) denir.
Bir p 6nermesinin degili p', ~ p sembollerinden birisi ile gosterilir ve p nin degili diye okunur.

Hicbir elemani olmayan kimeye bos kiime denir. Bos kiime,
@ yada{ } biciminde gosterilir.

Bog kiimenin eleman sayisi sifirdir. s(&) = 0

{@} veya {{ }} kimeleri bos kiime degildir.

ORNEK 47

“oy + 7=3 = x*=-8" dnermesinin ispatim yapahm ve akil
yiriitmeler zincirinin her halkasinda uyguladigimiz iglemle-
rin yine bir matematiksel isleme dayandiginmi gorelim.

Cozim

ox+7=3 = x¥=-8 (ieorem)

p:2%+7=3 (hipotez)
q:x=-8 (hitkiim)

X+ T=3 = 26+ 7-7=3-7 (Esitligin iki yanindan ayni
sayi cikarilabilir.)

= 2%=-4 (cikarma islemi)

R (Esitligin iki yani sfirdan
2 2 farkh sayiya boltnebilir.)

= X=-2 (bdlme islemi)

= X7 = (-2)3 (kuvvet islemi)

= ¥¥=-8 ((-2)% = -8 dir)

Bilesik Onermeler

n (e » «

Onermeleri birbirine baglayan “ve”, “veya”, “ise”, “ancak ve ancak” gibi terimlere mantiksal baglag
denir. Baglaclarla birlestirilerek olusturulan bilesik cimleler de dogru veya yanlis bir htikiim bildireceginden,
birer 6nermedirler.
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Birden cok 6nermenin “veya”, “ve”, “ise", “ancak ve ancak” gibi baglaclarla baglanmasindan elde edilen yeni
onermelere bilesik 6nermeler denir. Bu baglaclarla birbirine baglanan 6énermelere bilesik &nermenin
“bilesenleri” denir.

“Onermeler mantigi” basit nermelerden bilesik nermeler elde edilmesini inceler. Bu yapida basit
onermelerin i¢ yapisi incelenmez. Basit 6nermelerin incelenmesi “niceleyiciler mantiginin” konusudur.

Dil bilgisi kurallarina gére “ve" ile “veya” birer baglactir. Fakat dil bilgisinde “ise” ile “ancak ve ancak" birer
baglac degildir. Biz burada “bagla¢" terimini matematiksel olarak diistinecegiz.

VEYA BAGLACI (v)

Gunlik konusma dili aslinda iki ya da daha fazla basit 6nermenin “veya" baglaciyla birlestirilmesinden olusan
bilesik 6Gnermelerle doludur.

Ornegin;

“x asal sayidir" ile “y cift sayidir.” basit 6nermelerinden
“x asal sayidir veyay cift sayidir." bilesik 6nermesi yazilabilir.

p ve g herhangi iki 5herme olmak lizere, bu iki 5nermeden, en az biri dogru (1) iken dogru, her ikisi de yanlis (0)
iken yanlis olan 6nermeye p veya q bilesik 6nermesi denir ve p v q seklinde gosterilir.

Tanima gére, p v g nun dogruluk tablosu asagida iki farkli sekilde yapilmistir. inceleyiniz.

ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B = {x | xreel sayidir ve -5 <x< 5}

Cui...,=3,-2,-1,0,1,2,8,..}
D;{tl,l,l_lw}
2'3'4'5

ORNEK 42

Asagidaki dnermeleri kuralli ciimle bigiminde ifade ederek
dogruluk degerlerini bulalim.

a. 3ne N, n<3

b. 3xe B, x*+1=0

Cozim

a. n?< 3 esitsizligini saglayan dogal sayilar, 0 ile 1 dir.

“In.e N, n?< 3" ifadesi, “bazi dogal sayilann karesi 3 ten

‘Dogruluk kiimesi de D = {0, 1} dir.

b. Higbir reel sayinin karesinin negatif olamayacagini biliyoruz.
¥2 +1 =0 ise ¥2 = -1 esitligini saglayan reel (gercek) say
yokiur. “Ix € B, X2 + 1 = 0" ifadesi, “en az bir x reel (ger-

cek) sayi icin X2 + 1 = 0 di.” demektir. Bu durumda bu éner-
me yanhstir. Dogruluk kiimeside D = @ dir.

Teorem:



p, q ve r onermeleri icin asagidaki 6zellikler saglanir.

a. pvp=p (v nin tek kuvvet 6zelligi)
D. pvqgq=qvp (v nin degisme &zelligi)
c. (pvqvr=pv(gvr) (v nin birlesme ozelligi)
d. pvi=i

e. pv0=p

* afac

° of
* yesil

e kurt

VE BAGLACI: (*)

“Salih evdedir." ile “Omer okuldadir” basit 6nermelerini “ve" sézciigliyle birlestirerek elde edilen “Salih evdedir
ve Omer okuldadir” bilesik 6nermesini inceleyelim. Dikkat edilirse, bu bilesik &nermenin dogru olabilmesi icin
énermenin bilesenlerinin her ikisinin de dogru olmasi gerekir. Onermenin yanlis olmasi icin ise, bilesenlerden
en az birinin yanlis olmasi yeterlidir.

p ve g herhangi iki 6nerme olmak tizere, bu iki nermenin her ikisinin de dogru (1) oldugu durumda dogru, en

az birinin yanlis (0) oldugu durumda yanlis olan 6nermeye p ve q bilesik dnermesi denir ve p * g seklinde
gosterilir.

DRNEK 53

“Tek bir tam sayi ile ¢ift bir tam sayinin carpimy, ¢ift bir tam sa-
yidir.” teoremini deneme yontemiyle ispatlayalim.

Coziim
x = 3 (tek say1), y = 4 (cift say)
= X-y=3-4 =12 (cift sayl)
x = (-5) (tek say), y = (-2) (cift say)
= X-¥ = (-5)- (-2) = 10 (ciit say)
x =7 (tek sayi), y = (-6) (cift sayi)
= X-y=7-(-8) = —42 (cift say)
x = (~1) (tek say), y = 2 (gift say)

= X- ¥ = (-1)- 2 = -2 (cift say1) oldufundan teorem dodru-
dur.

Teorem:



ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B = {x | x reel sayidir ve -5 < x< 5}

C=A..,~8-2,-1,0;1,23..}
1111
D': 11‘_":‘_"1'_:_|---
{ 23 45 }

ORNEK 36
P'va)Yvip'agvd

bilesik 6nermesinin totoloji oldugunu

a. Onermeler cebiri ile

b. dodruluk tablosu ile gbsterelim.

Coziam

a. (P-q)vPaqva=({p) -@)vipaagvd
=[P avP'aglvy
=lq-pv@rplva
=[g (pvp)ivd
=[qal]vq
=qv(g
=1

Verilen bilesik 6nerme totolojidir.

ORNEK 47

“oy + T=3 = x°=-8" &nermesinin ispatini yapahm ve akil
yiiriitmeler zincirinin her halkasinda uyguladigimiz iglemle-
rin yine bir matematiksel isleme dayandigini gérelim.

Coziim

2%+ 7=3 = x*=-8 (teorem)
p:2¢+7=3 (hipotez)
q:x¢=-8 (hiilktim)

X+ T=3 = &K+ 7-7=3-7 (Esitligin iki yanindan aym
sayi cikarilabilir)

= 2X=-4 (cikarma islemi)

(Esitligin iki yar sifirdan
farkh sayiya bollinebilir)

= X=-2 (b&lme iglemi)

= X = (-2)° {kuvvet islemi)

= x¥=-8 ((-2)® = -8 dir)
ORNEK 7

A= {10, 15, 20, ..., 95, 100}
kiimesinin eleman saynsnﬁ: bulalim.
Cozum
x=10, s=100 ve r=5 oldugundan;

100-10 5 90

§—X
w2 4= 1=—+1=18+1=19 dur.
s(A) = + = 5



DRNEK 42

Asadidaki dnermeleri kurall ciimle bigiminde ifade ederek
dogruluk degerlerini bulalim.

a. 3ne N, n°<3

b. 3xe B, x¥¥+1=0

Cozim

a. n2< 3 esitsizligini saglayan dogal sayilar, 0 ile 1 dir.

“Ine N, n2< 3" ifadesi, “bazi dogal sayilarin karesi 3 ten
Igﬂﬁﬂktﬂr." demektir. Bu durumda bu énerme dogrudur.
‘Dogruluk kimeside D = {0, 1} dir.

_ h. Hicbir reel sayinin karesinin negatif olamayacagini biliyoruz.
x2 +1=0 ise x2 =-1 esitlifini saglayan reel (gercek) say!
yoktur. “Ix e B, x® + 1 = 0" ifadesi, “en az bir x reel (ger-

cek) sayi icin X2 + 1 = 0 dir.” demektir. Bu durumda bu éner-
me yanhstir. Dogruluk kiimeside D =& dir.

Bilesik Onermelerin Degili (Olumsuzu)

2. Olmayana Ergi (Karsit Ters) Yéntemi ile ispot

Bu ispat ybnteminde p=q =q = p' denkliginden faydala-
nilir. Baz problemlerde p = q teoreminin ispatim yapmak yeri-
ne g = p'in ispatini yapmak daha kolaydir. Verilen tecremin kar-
sit tersi alindiktan sonra uygulanan ispat yontemi, genellikle
dogrudan ispat yéntemidir.

p => q 6nermesi @' = p' 6nermesine denk oldugundan

p = g Onermesini ispat etmek yerine q' = p' dnermesini is-
pat edebiliriz. Bu yonteme olmayana ergi (karsit ters) yén-
temiyle ispat denir.

p = g dnermesinin karsit tersi ' = p' dir

Buna gére, bir teoremin dogrudan ispah yerine kargit tersinin
ispatlanmasi yontemine olmayana ergi (kargit ters) yonte-
miyle ispat denir.

ORNEK 7

A= {10, 15, 20, ..., 95, 100}
kiimesinin eleman say:snhz bulalim.
Coziam
x=10, s=100 ve r=5 oldugundan;

s(A)=2"% 1= 1005‘10 +1=§§+1=13+1=19 dur.
=

2. Olmayana Ergi (Karsit Ters) Yéniemi ile Ispot

Bu ispat yonteminde p=q =q' = p' denkliinden faydala-
nilir. Bazi problemlerde p =» q teoreminin ispatini yapmak yeri-
ne g = p'in ispatin yapmak daha kolaydir. Verilen teoremin kar-
it tersi alindiktan sonra uygulanan ispat ydntemi, genellikle
dogrudan ispat yontemidir.

p = g dnermesi q' = p' dnermesine denk oldugundan

p = q onermesini ispat etmek yerine q' = p' Gnermesini is-
pat edebiliriz. Bu yonteme olmayana ergi (karsit ters) yon-
temiyle ispat denir.

p = g Gnermesinin karsit tersi g' = p' dir.

Buna gére, bir teoremin dogrudan ispati yerine karsit tersinin
ispatlanmasi yontemine olmayana ergi (karsit ters) yonte-
miyle ispat denir.



p herhangi bir dnerme olmak Gzere, asagidaki 6zellikler sag-
lanir.

a. pvp'=1 (Totoloji)
b. pap'=0 (Celigki)
c. pvi=i (Totoloji)
d. pa0=0 (Celiski)

Sembolik mantigin, matematik disinda da bircok uygulama sa hasi vardir. Ornegin, fen ve teknoloji derslerinde
gordugunuz elektrik devreleri, su ana kadar 6grendiginiz dnerme islemlerinin etkili bir kullanim alanidir.

Bilgisayarlarda islemleri yiriiten birim “ CPU” yani “ Merkezi islem Birimi” dir. Cok karmasik yapiya sahip olan
bu islemciler aslinda sadece ikilik diizeyinde yani “ 1” ve “ 0” larla calisir ve bitln karar verme islem ylritme
mekanizmalarinin temeli “ mantik kapilari” dir.

Kosullu Onermeler
SE BAGLACI (=>)

Ise baglacinin matematiksel anlamini daha iyi anlayabilmek icin asagida verilen énermeleri dikkatlice
okuyunuz.

“Havayagish ise yerler islaktir” ... (1)
“Ahmet sisman, Mehmet ise cok zayiftir." ... (l1)

() numaral 6nerme “Hava yagishidir” ve “yerler islaktir” basit Gnermelerinin “ise" baglaciyla birbirlerine

» «

baglanmasindan elde edilen bir bilesik 6nermedir. Bu bilesik 6nermede “ise”, “sart baglaci” olarak
kullanilmustir.

(1) numarali 6nermede “ise” kelimesi baglag olarak degil de “edat” olarak kullaniimistir.

Biz bu konuda “ise" yi (1) numaral 6nermedeki anlamiyla kullanacagiz. Bu ylizden matematikteki “ise”

baglacina “sart baglaci” adini verebiliriz. “ise” baglaciyla birbirine baglanarak olusturulan bilesik énermelere
de "kosullu 6nerme" diyecegiz.

p ve g herhangi iki 5nerme olmak Gizere, p dogru, g yanhs iken yanlis, diger durumlarda dogru olan dnermeye,
p ise q bilesik Gnermesi veya kosullu 6nerme denir ve p => q seklinde gosterilir.

Tanima goére, p => g nun dogruluk tablosu asagida verilmistir.

= agac
= of
* yesil

* kurt

Asagidaki 6rnegi dikkatlice incelediginizde, “=>" baglacini daha iyi anlayacaksiniz.
Bir politikaci diyor ki: “Eger baskan secilirsem, fiyatlar asagi diisecek.”

Bu bilesik dnermeyi olusturan iki basit énerme i¢in dogruluk tablosu yapalim, p dnermesi “Eger baskan
secilirsem”, g 6nermesi “Fiyatlar asagi diisecek.” olsun. Buna gore doért farklh durum vardir.



ODRNEK 54

“x bir asal say ise tektir.”

onermesinin yanhs oldugunu aksine 6rnek vererek goste-
relim.

Cozitm

x = 2 nin asal ve cift sayi oldugunu soylemek yeterlidir. Bu or-
nekle “x bir asal sayi ise tektir.” dnermesinin yanhs oldudu is-
patlanms olur.

Fiyatlar i i

Durum | Secildi mi? diigtii md? Degerlendirme
1u_] Evet(l) | Evet(1) | Soraip olomin 1)
2 | Evet(1) | Hayr(0) ’; Sonug olumsuz (0)
3 ' Hayir (0) Evet (1) Sonug olumiu (1)
4 E Hayir (0) Hayir (0) . Sonug olumlu (1)
ORNEK 36

P'va)vip'agvg
bilesik onermesinin totoloji oldugunu

a. Gnermeler cebiri ile

b. dogruluk tablosu ile gbsterelim.

Coziim

Ml

a. P-ayv(Pagva=(p) - -@))vp'agvdg
P-gvip'aglvg
(@-pv@apllvda
[g-evp)lva
[@al]va
=qv(

’

Verilen bilesik dnerme totolojidir.

[
[

p=>q kosullu 6nermesinde, p 6nermesine hipotez, g d6nermesine hiikiim denir.



ORNEK 16

Asagidaki onermelerin dogruluk degerlerini bulalim.
2. 4+5=9=(4=9-5)

b, (32=9) = (2=3)

CoziAm

a. 4 + 5= 9 esitligi dogru oldugundan bu dnermenin dogru-
luk degeri 1 dir.

4 = 9 -5 esitligi dogru oldugundan bu énermenin dogru-
luk dederi 1 dir. Bu durumda

4+5=9=4=8-5
1=1=1 dir.

Dogru bir hipotezden, dogru islemlerle dogru bir hikim el-
de edilir. Bir esitligin her iki yanindan ayni sayi cikanlabilir.

Buna gdbre,

4+5=9=24+5-5=9-5
=44+0=4
=4=4

b. 3?=9 esitlidi dogru oldugundan bu énermenin dodruluk de-
deri 1 dir.

2 = 3 yanlig oldugundan bu dnermenin dogruluk degeri 0
dir.

32=9=2=3
1= 0=0

Dogru bir hipotezden, yanhs bir hilkiim, hicbir dogru islem-
le elde edilemez. Yani, 3% =9 esitligi kullanilarak, dogru ma-
tematiksel tanim ve islemlerle 2 = 3 esitligi elde edilemez.

ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | xreel sayidir ve -5<x<5}

C={..-3-2,-1,01,23,..}
1111
D; 11“:“1_:_|--v
{ 2345 }

g = p onermesine p = q kosullu dnermesinin karsit de-
nir.

Mantikta, bir kosullu Gnermenin karsit, onun hitkmanin yer de-
gistirmesiyle elde edilir.

"Ali randevuyu kacgirdi ise onun treni gec gelmis olmall.” oner-
mesinin karsiti "Ali'nin treni gec geldi ise o randevuyu kacirmis
olmali.” dnermesidir.

Tamma gdre, p = q nun karsitiolan q = p onermesinin dog-
ruluk tablosu asadida verilmistir.

.-...I.G—h—l.u

“Baba olma" bagintisi ile “evlat oima" bagintisi birbirinin karsi-
tidir. Nigin?



3 sembol(i “bir tek”, “bazi” veya “en az", anlamina gelir.

Ixe Z, x2=0 ifadesi "Karesi sifir olan bir tek tam sayi var-
dir.” demektir.

Sonug olarak; p => g kosullu 6nermesi dogru iken, bunun karsiti olan g => p 6nermesi dogru ya da yanlis
olabilir.

Fakat p => q 6nermesi yanlis iken g => p dnermesi daima dogrudur.

p'=>q' kosullu édnermesine p = q kosullu Snermesinin ter-
si denir.

Tamma gbre, p = g nun tersi olan p'= q' &nermesinin dog-
ruluk tablosu asagida verilmistir.

plalp | q|[p=qlp=q
el oo 1 | 1 |
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p'= g oOnermesiile q= p onermesinin dogruluk deger-
lerini kargilagtiriniz. (q = p = p' = q' oldugunu goriiniz.)

DORNEK 19

Asagidaki onermelerin terslerini yazarak dogruluk degerle-
rini bulahim.

g. 3<4 = 3P <4

B, 2<5 = 5<2

c. 6=4 = 10=10

d. 21=4 = 3l =12

Cozinm

a. 324 = 32242 (0=0=1)
b. 225 = 5=z2 0D=1=1)
c. 624 = 10=10 (1=0=0)
do 214 = 312 (1=1=1)

DRNEK 42

Asagdidaki dnermeleri kuralh ciimle biciminde ifade ederek
dogruluk degerlerini bulalim.

a. 3ne N, n?<3

b. 3xe R, x2+1=0

Coziim

a. n?< 3 esitsizligini saglayan dogal sayilar, 0 ile 1 dir.

“In.e N, n?< 3" ifadesi, “bazi dogal sayilarin karesi 3 ten
gﬂ'éﬂktﬂr." demektir. Bu durumda bu dnerme dogrudur.
‘Dogruluk kiimesi de D = {0, 1} dir.

_ h. Hicbir reel sayinin karesinin negatif olamayacagini biliyoruz.
x2+1=0 ise x¥2=-1 esitlifini saglayan reel (gercek) say
yoktur. “Ix e B, x? + 1 = 0" ifadesi, “en az bir x reel (ger-

cek) sayi icin ¥2 + 1 = 0 di.” demektir. Bu durumda bu éner-
me yanhstir. Dogruluk kiimeside D = & dir.



p(x) acik Bnermesi A kiimesi (izerinde tanimlanmus olsun. A
daki her eleman igin p(x) dogru bir nerme oluyorsa,

(v¥xe A) p(x) veya Vx, p(x) yazilir.

Her biri, hepsi, biitiini anlamlarina gelen ¥ semboll evren-
sel niceleyicidir.

ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | xreel sayidir ve -5 <x< 5}

c={.,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}
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ORNEK30
o= 3"
q:"2x+5=11"
olmak (izere,

¥ = 3 icin, p 6nermesi de q Snermesi de dogrudur. Bu durumda
p=1,q=1dir. Buna gbére, p< gq=1dir.

x =3 olmak Ozere, p 6nermesi de q dnarmesi de yanhistir. Bu du-
rumda p =0, q = 0 dir. Buna gére, p< gq=1 dir.

O hélde, p < q: "x = 3 tir ancak ve ancak 2x + 5 = 11" bile-
sik dnermesi bir cift gerektirmedir.

ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B ={x | x reel sayidir ve -5 <x <5}

C={...-3-2-1,0,1,23,..}

1111
D': 11__-'1_:'_1_1--!
{ 2 345 }
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3. Celiski Yéntemi ile ispat

p = q teoreminin dogrulugunu gostermek igin p = g nun
degilinin yanhs oldugunu gbstermeye dayanan ispat yonte-
mine ¢eligki yontemi ile ispat denir.

p=q=1iken(p=q)=(p va)
=pAq
=0 dir.

Buna gbre,p=>q=11ikenp A q =0 (6nermenin degili) ol-
dudu gbsterilmelidir.



2. Olmayana Ergi (Karsit Ters) Yéniemi ile ispot

Bu ispat yonteminde p= g =q' = p' denkliginden faydala-
nilir. Bazi problemlerde p => q teoreminin ispatim yapmak yeri-
ne g' = p'in ispatim yapmak daha kolaydir. Verilen teoremin kar-
sit tersi alindiktan sonra uygulanan ispat yontemi, genellikle
dogrudan ispat yontemidir.

p = g 6nermesi q' = p' dnermesine denk oldugundan

p = g onermesini ispat etmek yerine q' = p' dnermesini is-
pat edebiliriz. Bu yonteme olmayana ergi (karsit ters) yon-
temiyle ispat denir.

p = q dnermesinin karsit tersi @' = p' dir.

Buna gdre, bir teoremin dogrudan ispati yerine kargit tersinin
ispatlanmasi yontemine olmayana ergi (karsit ters) yonte-
miyle ispat denir.

ORNEK 10

Asadidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | xreel sayidir ve -56<x< 5}

Gul wBap o o428, 3
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ORNEK 10

Asadgidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B = {x | xreel sayidir ve -5 < x < 5}

C={...,-8,-2,-1,0,1,2,3, ...}
1111
D: 1I‘_J‘_I_J_'l"'
{ 2345 }

iki Yonlii Kosullu Onerme

p ve q iki 5nerme olmak lzere, p ile g 6nermeleri ayni degerleri aldiginda dogru, farkli degerler aldiginda

yanlis olan bilesik 6nermeye iki yonlt kosullu 6nerme denir ve p & q biciminde yazilarak p ancak ve ancak q
diye okunur.

ORNEK 8

Asagidaki kiimelerin eleman sayilarini bulahm:

B={0,1,2,...,8,9} ise s(B)=10 dur.
C={5,6,7,..., 26,27} ise s(C)=23 tdr.
D= {10, 12, 14, ..., 48, 50} ise s(D)=21 dir.
E= {27, 31,35, ..., 75,79} ise s(E)=14oolur.

F={5,6,8, 13, 25, 46, ..., 83} kiimesinin eleman sayisini bi-
lemeyiz, clink( kiime iyi tanimlanmamistir.

ORNEK 33

(p=p) =P p) =Pl

onermesini sadelestirelim.

Cozim

pep)elpepepl=0=(1<p)
=0&p

=p'



DRNEK 50
“Gift bir dogal sayinin karesi de cifttir.”
teoremini clmayana ergi yéntemi ile ispatlayalim.
Coziim
Hipotez: p : "x gift dofal saydir.™
p': "x gift dogjal say dediidir.”
Hokim: q: “x? gift dogal saydie.”
q': “x2 gift dogjal say dedildir.”

Teorem : p = q: (x cift dofal say dedil ise x ¢ift dofal sayi-
dir.)

ispat: p=>q: (xcift dofal sayr dedil ise »2 cift dodal sayidir.)
teoraminin kargit tersi;

q = p': (%2 cift dogal say: dedil ise x ¢ift dodal say dedildir)
olup ispatlamarmz gereken bu sekle dondgmagir.

q': “x2 cift dogal say: dedil” ise x? tek dogal saywdr.
ise x ek dofal saydir.
ise x cift dogal say degildir.
ise p' dogrudur,

q' = p' dofru oldufundan p = q da dogrudur.

ORNEK 36
P'va)yvEagvg

bilesik nermesinin totoloji oldugunu

a. Gnermeler cebiri ile

b. dodgruluk tablosu ile gdsterelim.

Cozitm

a. P.q)yvPagva=(p) -@))vipagvyg
=[P a)vParqlva
=g -pv@apllvg
=g evPlvy
=[gallvdg
=qv(q
=1

Verilen bilesik dnerme totolojidir.

ORNEK 27
pe (pva)

onermesini en sade bicimde yazalim.
Coziim |
pepva=p=(pPvalallpva=pl]
=[p'vipvalallpva)vpl
=[(p'vp)valallp'ag)vpl
= (1vag)a[(p'vp) (g vp)l
=1a[1A(qvp)]
=1A(q vp)
=qQ'vp
=q=p

WWW.Supersoru.com



1. Dogrudan ispat Yéniemi

ORNEK 49

“Iki tek sayinin garpimi tek sayidir.”
teoremi dogrudan ispat yontemi ile ispatlayalim.
Coziim
Teorem : xvey tek sayise x-y tek sayidir.
Hipotez : xveyiek sayidir.
Hikiim : x-y tek saydir.
ispai: x=2k+1ve y=2p+1olsun. (kpe Z)
= x-y=(2k+1)-(2p + 1)
= X-y=2k-2p+2k+2p+1
= X-y=2k-p+k+p)+1
= X-y=2t+1 (k-p+k+p=te Z) olur
= 2t+ 1 tek say

= x-y tek sayidr.

O hélde, “iki tek sayiin garpirm tek sayidir."

ORNEK 37
[(PArq)vplAa(paq)

bilesik 6nermesinin geligki oldugunu
a. ©Onermeler cebiri ile

b. dogruluk tablosu ile gdsterelim.

DRNEK 29

p < q: "Ayn dizlemdeki iki dogrunun birbirine paralel clmasi
icin gerek ve yeter kosul bu iki dogrunun kesismemesidir." bi-
lesik dnermesi bir ¢ift gerektirmedir.

Yani, p<q=1 dir.

Burada p ve q onermeleri birbirleri icin hem yeter hem de ge-
rek kosuldur.

3. Celiski Yéniemi ile ispat

p = q teoreminin dogrulugunu gdstermek igin p = g nun
degilinin yanhis oldugunu gostermeye dayanan ispat yonte-
mine celigki yontemi ile ispat denir.

p=>q=1iken p=q' =@ vq
=paq
=0 d.

Buna gore,p = q=1ikenp A q =0 (énermenin degili} ol-
dudu gosterilmelidir.



ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | xreel sayidir ve -5 <x<5}

C={..,-3-2-1,0,1,23,..}
1111
D: 1|‘—:‘_r_1_'|---
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Totoloji ve Celigki
Kendisini olusturan 6nermelerin biitiin dogruluk degerlerine karsilik daima dogru (1) olan bilesik 6nermeye

totoloji, daima yanlis (0) olan bilesik 6nermeye ise geliski denir.

Ornegin, “Hava yagmurludur veya yagmurlu degildir” ifadesi bir totolojidir. Bunun yaninda, “Yagmur hem
yagiyor, hem de yagmiyor.” ifadesi bir ¢eligki belirtir. Nigin?

p herhangi bir dnerme olmak (izere, asagidaki 6zellikler sag-
lanir.

a. pvp'=1 (Totoloj)
b. pAp'=0 (Geligki)
c. pvi=i (Totoloji)
d. pa0=0 (Celigki)

ORNEK 34
P'APvalvp

onermesinin bir totoloji olup olmadigini arastiralim.

Coziam
pla|p|a|pva|palva)| PAPvalve
Tt oo o 0 | 1
1 r 010 1 1 0 i ]
b 1 : 1
Fofoi ] o 0 2

Tablodan, [p'A (p v q)] v p bilesik 6nermesinin, p ve g nun bi-
tn dizilisleri icin dogru. (1) oldugu sdylenemez.

O hélde, [p'A (pvq)]vp totoloji degildir.



ORNEK 53

“Tek bir tam sayi ile gift bir tam sayimin carpirm, gift bir tam sa-

yidir.” teoremini deneme yontemiyle ispatlayalim.
Cozim
x = 3 (tek sayi), y = 4 (cift say)
= X-y=3-4 =12 (cift say)
x = (-5) (tek say), y = (-2) (cift say)
= X-¥ = (-5)- (-2) = 10 (cift say)
x =7 (tek say), y = (-6) (cift sayi)
= X-y =7 (-8) = 42 (ciit sayi)
x = (-1) (tek say), y = 2 (gift sayi)

= Xy =(-1)- 2 = -2 (cift sayi) oldugundan teocrem dogru-

dur.

* of

@ kurt

2. Olmayana Ergi (Karsit Ters) Yéntemi ile Ispot

Bu ispat yonteminde p = q =q = p' denkliginden faydala-
nilir. Bazi problemlerde p = q tecreminin ispatini yapmak yeri-
ne q' = p'in ispatini yapmak daha kolaydir. Verilen teoremin kar-
sit tersi alindiktan sonra uygulanan ispat yontemi, genellikle
dogrudan ispat yontemidir.

p = q dnermesi Q' = p' dnermesine denk oldugundan

p = q onermesini ispat etmek yerine ' = p' Onermesini is-
pat edebiliriz. Bu yénteme olmayana ergi (karsit ters) yon-
temiyle ispat denir.

p = q 6nermesinin karsit tersi @' = p' dir.

Buna gdre, bir teoremin dogrudan ispat yerine karsit tersinin
ispatlanmasi yontemine olmayana ergi (karsit ters) yonte-
miyle ispat denir.

ORNEK 7

A= {10, 15, 20, ..., 95, 100}
kiimesinin eleman sawshz bulalim.
Coziam
x=10, s=100 ve r=5 oldugundan;

1005—10 +1=§£+1=18+1=19 dur.

s(A)=¥+1=



A kiimesi Gzerinde bir p(x) agik dnermesi tanimlamiyor. A ki-
mesinde p(x) i dogrulayan en az bir x elemani varsa

Bxe A) p(x) veya 3x, p(x) yazilr.

Bazi, en az bir anlamlarina gelen 3 semboll varliksal nice-
leyicidir.

Ornegin, p: “Bazi tam sayilar negatifti.” &nermesini
p(x) : 3x e Z, x < 0 seklinde yazabiliriz.

Bu durumda, x e Z olmak lzere dnerme, 3%, p(x) biciminde ifa-
de edilerek, “bazi x ler igin p(x) tir.” veya “en az bir x igin p(x)”
olarak okunabilir.

“3x, p(x)” onermesinin dodru olmasi icin ¢ézim kumesi

bos olmamaldir.

ORNEK 40

ax, y):“x,ye N, x +y=4"
acik 6nermesinin dogruluk kiimesini bulalim.
Chziim

Toplamilari 4 olan dogal say: ikilileri verilen iki degiskenli acik
onermeyi saglar. Dogal sayilarda,

q(0, 4 =q(1,8)=q(2,2)=q(3, 1) =q(4, 0) =1
oldugundan q agik Gnermesinin dogruluk kiimesi

D= {(0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)} olur.

ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B ={x | xreel sayidir ve -6 <x <5}

C={..,-3,-2,-1,0,1,2,8,...}

1111
D; 1Id_h:l‘_!'_:l_'l"'
{ 2’3’4’5 }



2. Olmayana Ergi (Karsit Ters) Yontemi ile ispot

Bu ispat yénteminde p= g =q = p' denkliginden faydala-
nilir. Bazi problemlerde p = q tecreminin ispatim yapmak yeri-
ne g = p' in ispatini yapmak daha kolaydir. Verilen teoremin kar-
sit tersi alindiktan sonra uygulanan ispat yontemi, genellikle
dogrudan ispat yontemidir.

p = g dnermesi q' = p' dnermesine denk oldugundan

p = g onermesini ispat etmek yerine q' = p' Onermesini is-
pat edebiliriz. Bu yonteme olmayana ergi (karsit ters) yon-
temiyle ispat denir.

p = g 6nermesinin karsit tersi ' = p' dir.

Buna gdre, bir teoremin dogrudan ispat yerine kargit tersinin
ispatlanmasi yontemine olmayana ergi (karsit ters) yonte-
miyle ispai denir.

Acik Onermeler

Dogrulugu icindeki degiskene bagli olan 6nermelere acik 6nerme veya 6nerme fonksiyonu denir.

Bir x degiskeni ile verilen p acik nermesi p(x) ile gosterilir.

Ornegin, p (x): “x ucan hayvandir” bir acik 6nermedir. x yerine kus yazarsak, p(kus): “kus ucan hayvandir.” x
yerine kaplan yazarsak, p(kaplan): “kaplan ucan hayvandir.” olur.

Burada, p(kus) = 1 ve p(kaplan) = O yazabiliriz.

ORNEK 53

“Tek bir tam say ile cift bir tam sayinin carpimi, gift bir tam sa-
yidir.” teoremini deneme yontemiyle ispatlayalim.

Cozim
x = 3 (tek sayi), y = 4 (cift say)
= X-y=23-4 =12 (cift sayi)
x = (-5) (tek sayi}), y = (-2) (cift say)
= X-y = (-5)- (-2) = 10 (cilt sayi)
x =T (tek sayi), y = (-6) (cift say)
= X-y=7.(-B) =42 (cift say)
x = (~1) (tek say), y = 2 (gift say)

= X-y = (-1)- 2 = -2 (cift say)) oldugundan teorem dogru-
dur.

Herhangi bir E evrensel kiimesi Gizerinde tanimlanmis bir p acik dnermesini dogrulayan kiimeye acik
onermenin dogruluk (¢6ziim) kiimesi denir. Dogruluk kiimesinin her bir elemanina ise ¢6ziim adi verilir.

Dogruluk kiimesinin her bir elemani p(x) acik dnermesini saglar. S6z gelimi,

E={0,1,2,5, 6} kiimesinde,
p (x): “2x -1 < 7” acik 6Gnermesinin dogruluk kiimesi



2x-1<7 = 2x< 8 = x < 4 yardimiyla

D ={0,1,2} olur.

p(x): “2x—- 1 < 7 icin,

p(0):“2-0-1=-1<7" (p(0)=1)
p):"2-1-1=1<7" (p(1)=1)
p@:"2-2-1=3<7 (p(@=1)

{5, 6} kiimesinin elemanlar ise, p(x) dnermesini saglamaz.

p(5):“2-5-1=847" (p(5)=0)

p6):“2-6-1=11 47" (p(6)=0)

ORNEK 10

Asadgidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B ={x | xreel sayidir ve -5 <x< 5}

C={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
- N
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ORNEK 10

Asagidaki kimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | xreel sayidr ve -5 <x<5}

C={.,~8-2-1,0,1,23 ..}
1111
D: 1Id_.-!‘_!'_!_|"'
{ 2'3'2'5 }

Hicbir elemani olmayan kiimeye bos kiime denir. Bos kiime,
@ yada{ } biciminde gdsterilir.

Bos kiimenin eleman sayisi sifirdir. s(&) =0

[} veya {{ }} kimeleri bos kilme degildir.



DRNEK 46

Asagida tanimlan yanhs yapilmis terimleri inceleyerek dog-
ru tanimlarini yapimz.

a. Ug noktayi birlestiren dogru pargalannin meydana getirdi-
{i sekle Gggen denir.

b. Bir liggende en uzun kenara hipoteniis denir.
¢. Acilan dik olan dértgene kare denir.

d. 2 nin kah olmayan sayilara tek sayi denir.
Cozitm

a. Aynidodgru Gzerinde bulunmayan farkh Uc noktay birles-
tiren dodru parcalanmin meydana getirdidi sekle Gcgen de-
nir.

b. Bir dik Gcgende en uzun kenara hipoten(s denir.
c. Acilan dik ve kenarlar esit olan dértgene kare denir.

d. 2 nin kat olmayan tam sayilara tek say denir.

ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B ={x | xreel sayidir ve -5<x< 5}

C={.,-8,-2,-1,0,1,2,3 ..}
14 1.1
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Niceleyiciler

» «

Gunluk konusma dilinde ve matematiksel ifadelerde “bazi”, “her”, “bir tek” gibi niceleyicileri sik sik kullaniriz.

» « ”n «

“Her zaman dogruyu sdylerim.” “Bazi glinler kirlara ¢ikarim.” “Karesi negatif sayi olan hi¢ bir tam say1 yoktur.”

Oniine geldigi elemanlarin niceligini (coklugunu) belirten, “her” ve “bazi" sdzciiklerine niceleyici adi verilir.

DRNEK 46

Asagida tamimlan yanhs yapiimis terimleri inceleyerek dog-
ru tammiarim yapiniz.

a. Ug noktay birlestiren dodru pargalaninin meydana getirdi-
gi sekle dcgen denir.

b. Bir icgende en uzun kenara hipoteniis denir.
¢. Acilan dik olan dbrtgene kare denir.

d. 2 nin kati olmayan sayilara tek sayi denir.
Coziim

a. Aynidogru Ozerinde bulunmayan farkh U¢ noktay birles-
tiren dodru parcalannin meydana getirdidi sekle Ocgen de-
nir.

b. Bir dik liggende en uzun kenara hipotenis denir.
c. Acilan dik ve kenarlari esit olan dortgene kare denir.

d. 2 nin kati olmayan tam sayilara tek say denir.



ORNEK 8

Asagidaki kiimelerin eleman sayilarini bulalim:

B={0,1,2,...,8,9} ise s(B)=10 dur.
C=1{5,6,7,...,26,27} ise s(C)=23 tur.
D= {10, 12, 14, ..., 48, 50} ise s(D)=21 dir.
E={27,31,35,...,75, 79} ise s(E) =14 olur.

F={5, 6, 8, 13, 25, 46, ..., 83} kimesinin eleman sayisini bi-
lemeyiz, clinkti kiime iyi tanimlanmamigtir.

DRNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | xreel sayidr ve -5<x<5}

C={...-3,-2,-1,0,1,2,8, ...}

s A I
D': 11‘_.'1‘_":'_:_1--!
{ 2345 }

3. Celiski Yéniemi ile ispat

p = g teoreminin dogrulujunu gdstermek igin p = g nun
degilinin yanhs oldugunu gostermeye dayanan ispat yonte-
mine celigki ydntemi ile ispat denir.

p=>q=1iken(p=q)= (P va)
=paq
=0 dir.

Buna gbre, p=>q=1ikenp » g =0 (nermenin degili) ol-
dugu gosterilmelidir.

3 semboli “bir tek”, "baz1” veya “en az", anlamina gelir.

Ixe 7, x2=0 ifadesi “Karesi sifir olan bir tek tam sayi var-
dir.” demekdir.



DRNEK 42

Asadidaki dnermeleri kurall ciimle bigiminde ifade ederek
dogruluk degerlerini bulalim.

a. 3ne N, n?<3

b. 3xe B, x¥+1=0

Coziim

a. n2< 3 esitsizligini saglayan dogal sayilar, 0 ile 1 dir.

“In.e N, n2< 3" ifadesi, “bazi dodal sayilarin karesi 3 ten
kiiGUktiir.” demektir. Bu durumda bu dnerme dogrudur.
Dogruluk kimeside D = {0, 1} dir.

h. Hicbir reel sayinin karesinin negatif olamayacagini biliyoruz.
x2 +1=0 ise x2 =-1 esitligini saglayan reel (gergek) sayi
yoktur. “3x e B, x% + 1 = 0" ifadesi, “en az bir x reel (ger-

cek) sayi igin ¥2 + 1 = 0 dir.” demektir. Bu durumda bu éner-
me yanhstir. Dogruluk kiimeside D =@ dir.

Niceleyicilerin Degili

1. “p(x) acik 6nermesi A kiimesinin batin elemanlar icin
dogru degildir.” ifadesi
“A nin bazi elemanlari icin p(x) yanhstir.” anlamina gelir.

VX, P =3x, p'(X)

“p(x) acik 6nermesi A nin bir elemant i¢in bile dogru de-
gildir." ifadesi

o

“A ktimesinin bitlin elemanlar icin p(x) yanhstir.” demek-
tir.

[Ex, (] = Vx, p(x

“Butun reel sayilarin kareleri pozitiftir.' dnermesini diistintiniiz. Verilen bu 6nermenin degili; “Bazi reel
sayllarin kareleri pozitif degildir.” veya “Karesi pozitif olmayan en az bir reel sayi vardir.” bicimindedir.

Simdi de “Bazi reel sayilarin kiibl negatiftir." Gnermesini inceleyim. Bu 6nermenin degili; “Bitiin reel sayilarin
klpU pozitif veya sifirdir.” bicimindedir.

Verilen 6rneklerden anlasilacagi gibi, icinde evrensel niceleyici bulunan (V) bir Snermenin degili varliksal
niceleyici (3) icerir. Bu ifadenin karsiti da dogrudur.

ORNEK 7

A= {10, 15, 20, ..., 95, 100}
kiimesinin eleman say:smﬁ bulalim.
Coziam
x=10, s=100 ve r=5 oldugundan;

s(A)=22 41 1005‘10 +1=%Q+1=1s+1=19 dur.
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Bxe B, (@-x-1)<0] = [vxe B,3x+1=0]

dnermesine denk énermeyi ve degilini yazip dogruluk de-
gerini bulalim.

Cozitm
p:[Bxe B, (&-x-1)<0] ve q:[vxe B, 3x+ 1=0] olsun.
(p= q)=paq olacagindan dnermenin degili:
Bxe B, (@-x—-1)<0] A [vxe B, 3x+1=0]
Bxe B, (x*-x-1)<0] A [Bxe R, 3x+ 1=0] olur.
p=1 ve g=1 oldugu icin
p=q=1 vededili (p=>q)'=0 olur.

Ispat Yontemleri
TANIM

Bir terimin tanimini yapmak, bu terimin kapsamina giren her seyi eksiksiz belirten bir 5nerme olusturmak
demektir. Olusturulan bu 6nerme, gayet sade ve acik olarak ifade edilmelidir.

Bir kavramin niteliklerini eksiksiz olarak belirtme veya aciklamaya tanim denir.

Tanim, dil icerisinde ve glinlik hayatta"... nedir?" sorusuna verilen cevaptir. Tanimlar yalnizca bir fikir ya da
tasarim degildir.

Bunlarin herkese dil araciligiyla bildirilmesi, anlamlarinin bilinmesi gerekir. Dolayisiyla, belli bir konu,
arastirma, ya da bilim dalinda belirlenen tanimlar anlam itibariyla herkese, her zaman ve her yerde ayni seyi
ifade etmeli, eksik ya da gereksiz s6zcik bulundurmamalidir.

Ornegin, “ Belirli bir noktaya esit uzakliktaki noktalarin kiimesine cember denir” tanimi eksik ve dolayisi ile
yanhstir. Clnkd, belirlenen noktanin diizlemde mi yoksa uzayda mi oldugu séylenmemistir. Eger belirlenen
nokta duzlemde ise tanim dogrudur, yani olusan sekil cemberdir. Fakat belirlenen nokta uzayda ise olusan
sekil bir ktire olacaktir.
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Asagida tamimlan yanhs yapilmis terimleri inceleyerek dog-
ru tamimlarini yapimiz.

a. Ug noktayi birlestiren dodru parcalannin meydana getirdi-
gi sekle iggen denir.

b. Biriicgende en uzun kenara hipoteniis denir.
c. Acilan dik olan dirtgene kare denir.

d. 2 nin kah olmayan sayilara tek sayi denir.
Cozitm

a. Aymi dogru Gzerinde bulunmayan farkh ¢ noktay birles-
tiren dodru parcalannin meydana getirdii sekle Oggen de-
nir.

b. Bir dik licgende en uzun kenara hipotenis denir.
c. Acilan dik ve kenarlan esit olan dortgene kare denir.

d. 2 nin kat olmayan tam sayilara tek say denir.

Aksiyon ve Teorem
Dogrulugu ispatlanmadan (ispatsiz olarak) dogru oldugu kabul edilen 6nermelere aksiyom (postulat) denir.

Sezgisel olarak algiladigimiz fakat daha 6nceden bilinen tanimlara ve 6nermelere dayali olarak
ispatlayamadigimiz bazi gercekler vardir. Bu gercekleri, sebebini aramadan dogru kabul etmek gerekir. Aksi
takdirde, hicbir bilim dalinda hicbir 6nermenin dogru oldugunu gésteremeyiz.



Ornegin,

p: “Her dogru parcasi kendisine esittir.”

g : “Farkli iki noktadan gegen bir tek dogru vardir.”
r:“xveysayllariicinx =yisey = x tir”

énermelerini dogru kabul edecegiz. Bu 6nermeler birer aksiyomdur.

Dogrulugu ispatlanmasi gereken 6nermelere teorem denir.

p hipotezi dogru olan p => g gerektirmesine teorem denir.

Yani teoremde hem hipotezin (p), hem de hiikkmiin (g) dogru olmasi gerekir.
Teoremin hipotezinden yola ¢ikip hikmiine ulagsmaya teoremi ispatlamak denir.
Yani teoremde verilen kisma hipotez (p), ispatlanacak kisma da hiikiim (q) denir.

Teoremler dogrulugunu ispatlayabildigimiz 6nermelerdir. Bir teoremin ispatinda kendinden 6nce gelen
teoremlerde kullanilir.

ispat yapilirken atilan her adim, en az bir tanima, aksiyoma veya teoreme dayandirilmalidir.

Aksiyom ile teorem arasindaki en dnemli fark, aksiyomun dogrulugunun ispatlanmadan kabul edilmesi,
teoremin ise dogrulugunun ispat edilebilmesidir

ORNEK 10

Asagidaki kimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | xreel sayidir ve -6 <x<5}

C={....-3-2-1,01,23..}

D;{ti,l,l_l‘_"}
2'3'4'5

ORNEK 7

A= {10, 15, 20, ..., 95, 100}
kiimesinin eleman sayisini bulalim.
Cozim
x=10, s=100 ve r=5 oldugundan;

100-10 90

s(A)=¥+1=—5—+1=-§~+1=18+1=19 dur.

Ispat Yontemleri

Dogrulugunu géstermek zorunda oldugumuz 6nermelere teorem denir. Farkli ispatlama yontemleri
kullanilarak teoremler ispatlanabilir. Yontem ne olursa olsun teoremin dogrulugunun gosterilmesi gerekir.
Matematikgciler teoremleriispatlarken kullandiklari degisik yontemleri asagidaki semada oldugu gibi
isimlendirmislerdir.



ISPAT YONTEMLERI
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Tamevarim yéntemini daha sonra gorecegiz. Burada “Tumdengelim" ydntemini isleyecegiz.

p => g teoremiicin p nin dogru oldugunu kabul ederek g nun dogru oldugunu géstermeye dogrudan ispat
yontemi denir.
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“x bir asal say ise tektir."

onermesinin yanlis oldugunu aksine 6rnek vererek goste-
relim.

Cozlim

x = 2 nin asal ve cift say! oldudunu sdylemek yeterlidir. Bu &r-
nekle "x bir asal sayi ise tektir.” dnermesinin yanhs oldudu is-
patlanmis olur.

2. Olmayana Ergi (Karsit Ters) Yéniemi ile ispat

Bu ispat ydnteminde p = g =q = p' denkliginden faydala-
nilir. Bazi problemlerde p = q teoreminin ispatini yapmak yeri-
ne q' = p'in ispatini yapmak daha kolaydir. Verilen tearemin kar-
it tersi alindiktan sonra uygulanan ispat yontemi, genellikle
dogrudan ispat yontemidir.

p = q dnermesi q' = p' Gnermesine denk oldugundan

p = q Gnermesini ispat etmek yerine q' = p' dnermesini is-
pat edebiliriz. Bu yonteme olmayana ergi (karsit ters) yon-
temiyle ispat denir.

p = g Gnermesinin karsit tersi @' = p' dir.

Buna géire, bir teoremin dogrudan ispat yerine karsit tersinin
ispatlanmasi yontemine olmayana ergi (karsit ters) yonte-
miyle ispat denir.



ORNEK 50
“Cift bir dodal sayinin karesi de gifttir.”
teoremini olmayana ergi yontemi ile ispatlayalim.
Coziim
Hipotez: p : "x cift dofal sayidir.™
P : "x gift dofal sayi dediidie”
Hikim: q: “x® gift dofjal saydir.”
g : *x2 cift dodal say dedildir.”

Teorem : p = q : (x cift dofial say dedil ise x® ¢ift dogal say-
dir.)

fspat: p=q: (x cift dofal say dedil ise x® cift dofal saydir.)
teoreminin kargit tersi;

g = p': (x® cift dodal say dedil ise x ¢ilt dodal say dedildir.)
olup ispatlamarmz gerekan bu sekle dondgmiglir.

g': *x2 cift dodal saw dedil” ise x tek dodal sayidir,
isa x tek dogal sayidir.
ise x cift dodal say dedildir.
ise p' dogrudur,

q' = p' dofru oldufundan p = q da degrudur.

* agac

= ot
* yesil

» kurt

ORNEK 10

Asagidaki kiimeler sonsuz kiimelerdir.

B={x | xreel sayidir ve -5<x<5}
C={...~8,-2,-1,0,1,28, ...}

1111
D=lemimiri=isss
{ 2'3'4'5 }

4. Deneme Yéntemi ile ispat

Deneme yontemi ile ispat yontemi, degiskeni farkli degerler alan bir 5nermede kullanilabilir. Bu degerler ayri
ayri yerlerine yazilarak 6nermenin dogrulugu kontrol edilir.

ORNEK 7

A= {10, 15, 20, ..., 95, 100}
kiimesinin eleman sayisini bulalim.
Cozim
x=10, s=100 ve r=5 oldugundan;

X =‘i(}0—10+ 90

+1 1=—+1=18+1=19 dur.
5 5

s(A}:s‘r‘

5. Aksine Ornek Vererek Ispat

Verilen bir 6nermenin dogru olmadigini gésteren en az bir deger bulunarak bu dnermenin yanlis oldugu

ispatlanmis olur. Bu yontem genellikle p => g seklindeki bir Snermenin yanlis oldugunu ispatlamak icin
kullanilr.



ORNEK 54

“x bir asal say ise tektir.”

oGnermesinin yanhs oldugunu aksine érnek vererek géste-
refim.

Coziam

x = 2 nin asal ve cift sayi oldugunu soylemek yeterlidir. Bu or-
nekle "x bir asal sayi ise tektir.” dnermesinin yanhs oldudu is-
patlanmisg olur.
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